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Jaume, es un placer poder venir a celebrar
contigo esta parte del camino que hemos
recorrido juntos.

Muchas gracias por darnos esta
oportunidad de volver a estar juntos con
companeros estimados.

Algunos de nosotros, con Jaume, en Almagro la

primavera del afio 2000.
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Sistemas lineales a trozos

Todos nosotros somos conscientes de
la importancia de los sistemas dinami-
cos continuos a trozos.

Entre otros problemas, se intenta ver el
maximo namero de ciclos limite.

Gasull, M. Periodic orbits of discrete and continuous dyna-

mical systems via Poincaré-Miranda theorem. DCDS-B.
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En el caso de sistemas discretos las
dinamicas pueden ser extremadamen-
te complejas.

Atractor extrafno para la Aplicacion de
Lozi (1978)

F(x,y) =1 —alx| +y,8y)
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Grafos invariantes y dinamica de SDD lineales a trozos

En los Ultimos dos anos hemos estudiado esta familia de SDD a trozos:
Fx.y)=(x|—y+ax—1|y|+b),

con (a, b) € R?.

Cima, Gasull, Manosa, Mafnosas. Invariant graphs and dynamics of a family of
piecewise continuous maps. En preparacion (2024).

Observemos que en cada cuadrante Q; la aplicacién F viene descrita por una
aplicacion lineal.

Qi ={(xy):x=20y>0}, Fxy)=Kx-y+ax—-y+b),
Q={(x,y): x<0,y >0}, F(x,y)=(-x—-y+ax—y+b),
Q& ={(x,y):x<0,y <0}, FRMxy)=(—x—-y+ax+y+Db),
Q={(x,y): x>0,y <0}, FRxy)=Kx-y+ax+y+b).
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Usando la conjugacion dada por:
AFa,b(x/)‘7 y/)‘) = F/\a,)\b(xa y)7
podemos considerar los casos a € {—1,0,1}.

Para a > 0 la dindmica es pre-periddica:

Teorema A

Si a > 0 entonces para todo x € R? existe n > 0 (que depende de x) tal que
F"(x) € Per(F), donde Per(F) es el conjunto de puntos periédicos de F. Ademas, el
conjunto Per(F) tiene cardinalidad finita.

Los casos interesantes, dindmicamente, se presentan para a = —1

Teorema B

Sea a= —1. Para todo b € R existe un grafo compacto I' (que depende de b) que es
invariante bajo la aplicacién F tal que para todo X = (x, y) € R? existe nx € N (que
depende de x) tal que F™(x,y) €T.
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Catalogo completo de grafos
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a=-1,-2<b< -1
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a= -1, —1 <b§—3/4\
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a:—1,—3/4<b§—1/4‘
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a=-1,-1/4<b<-2/9|
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a=-1,-2/9<b<-1/5|

o
AN
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a=-1,-1/5<b<-1/8|
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a=-1,-1/8<b<-1/9|
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a:—1,—1/9<b<0‘
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a:—1,ogbg1/1o\
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la=-1,1/10<b<1/7|
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la=-1,1/7<b<1/6]
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la=-1,1/6 <b<3/16|
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|a=-1,3/16 < b< 4/15]
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la=-1,4/15<b<2/7|
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la=-1,2/7<b<1/3]
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la=-1,1/3<b<1/2]
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la=-1,1/2<b<2/3]
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la=-1,2/3<b<5/7]
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|a=—1,5/7 < b<19/26]
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a=—1,19/26 < b<20/27|

s
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a=—1,20/27 < b < 3/4|

L
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|a=—1,3/4 < b<154/205|

L
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a=—1,154/205 < b < 155/206 |

[ 7
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a=—1,155/206 < b < 58/77 |

Y
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a=—1,58/77 <b<19/25|
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a=—1,19/25 < b < 29/38|

v
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a=—1,29/38 < b<10/13|
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a= -1, 10/13<bg11/14\
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a:_1,11/14<bg4/5\
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la=—-1,4/5<b<1]
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a:—1,1<b53/2\
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la=-1,3/2<b<8/5]
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la=-1,8/5<b<7/4]
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la=-1,7/4<b<2]

Cima, Gasull, Manosas, Mafosa Grafos invariantes Jaume Giné’s Fest 24 40/60



a=-1,2<b<3
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Para demostrar el Teorema B se debe:

1. Demostrar que para todo b las érbitas de todos los puntos de R? alcanzan el
algun momento el conjunto @ U Qs.

Proposicion 1

Paraa= —1ib € R, la 6rbita de todo punto en Q. U Q4 alcanza @; U Qs, excepto el
punto fijo en Q> (b > 1/2); los puntos fijos en Q4, (b < 0); y una OP3 en Q> U Q4
(3/4 < b<2).

2. Demostrar que para todo b, toda 6rbita con condiciones iniciales en Q; U 5
alcanza un grafo invariante I'.

Previamente:

2.1 Hay que caracterizar el grafo I'.
2.2 Hay que demostrar su invariancia.

Proposicién 2

Sea a = —1, entonces:

(a) Paratodo b € R existe un grafo compacto I' invariante por F.
(b) Paratodo b € Ry para (x,y) € Qi U Qs entonces F''(x,y) € T.
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Proposicion 2. Ejemplo: a= —1,2/3 < b < 5/7.

ﬁ%
QARL

lterados de Qs paraa= —1y2/3 < b <5/7.

Observamos que los siguientes iterados permanecen en 'y U I's U I'g U I'7. Por tanto:

[=T4UlsUlgUT7.
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Ahora habria que comprobar que
[=T4Ul5UTlgUTl7 esinvariante. J

fre

k%

&
W Para2/3 < b < 5/7, obtenemos
FY (@) =T,CT.

Anélogamente F°(Qy) c T
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En general: sean N; y Ns tales que FM (Q) y F™(Qs) quedan contenidos en I

[ ] b< —2 | 2<b<-1 | -1<b<-34 | -34<b<-1/4 |
N 8 6 6 6
N 5 5 5 5

|| —1a<b<-2p9 | -2/9<b<-1/5] -1/5<b<-1/8| -18<b<-1/9 |
N 5 5 5 5
N 4 4 4 4

|| -19<b<o | o<b<u0 | 1l0<b<17 | 17<b<1/6 |
N 5 6 6 6
Ny 4 4 4 4

|| 16<b<3/16 | 3/16<b<4/15 | 415<b<27 | 2/1<b<1/3 |
i 6 11 6 6
N 4 4 4
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1/3<b<1/2 1/2 <b<2/3 2/3 <b<5/T 5/7 < b < 19/26
Ny 6 6 5 5
Ny 4 4 4 4
19/26 <b < 20/27 | 20/27 <b<3/4 | 3/4<b< 154/205 | 154/205 < b < 155/206
Ny 5 5 5 5
Ny 4 4 4 4
| [ 154/206 < b<58/77 [ 58/77 <b<19/25 | 19/25 <b<29/38 | 29/38 <b<10/13 |
Ny 5 5 5 5
Ny 4 4 4 4
10/13 <b<11/14 | 11/14 <b<4/5 45 <b<1 1<b<3/2
Ny 5 5 5 5
Ny 4 4 4 4
[ ] 32<b<sp | ss<b<74 | TA<b<2 2<b<3and3<b |
Ny 5 5 5 5
Ny 4 5 5
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Dinamica

Sin entrar en los casos especificos, una vision global del la dinamica que podemos
encontrar vendria dada por este resultado:

Teorema C

Consideremos a = —1. Para cada b € R consideramos la aplicacion F restringida al

grafo invariante correspondiente I'. Entonces

(a) Parab e (—o0,—112/137]U[—1/36,603/874] U {1} U [8, c0) la aplicacion F|r
tiene entropia topoldgica cero.

(b) Parab e [-111/136,—1/36) U [4804/6963,1) U (1,8) tiene entropia topoldgica
positiva.

(c) Parabe (—112/137,—-111/136) y b € (603/874,4804/6963) hay una transicion
de entropia cero a entropia positiva.

Tenemos una descripcién mas detallada del apartado (c). Por razones de tiempo me
voy a centrar a dar una cierta vision de las técnicas que usamos para demostrar los
apartados (a) y (b).
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Entropia topologica. Adier, Konheim y McAndrew (1965), Bowen (1971), Misiurewicz y Ziemian (1992)

Una particion finitade I', P = {/, ..., I} es una monoparticion si F(I;) es un intervalo
y F|; es continua y monétona paratodo i € {1,...,n}.
El itinerario de longitud m de x es la secuencia de simbolos

In(x) = A(X)A(f(X)) ... A(F" " (x)).
Sea N(F, P, m) el nimero de itinerarios diferentes de longitud m.

Lema (definicion de la Entropia topoldgica)

Sea F : I — I una aplicacién monétona por partes en un grafo compacto G. Sea P

una monoparticion. Entonces llamamos nidmero de crecimiento de F a

s(F) := Il’nrp Y/N(F, P, m) que existe y es independiente de la monoparticion P, y
h(F) = In <||nrp N(F, P, m)) :

es la entropia topoldgica de F.

Particion de Markov

P es particion de Markov si para todos | € P F(/) es la unién de algunos elementos
de P.
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SiF:T —TyP={h,..., I} es una monoparticion. La matriz M(F,P) asociada a
P es
1, silc (),
mj; = .
’ 0, en caso contrario.

Denotamos por r(P) al radio espectral. Del Teorema de Perron-Frobenius sabemos
que el radio espectral se alcanza en un valor propio real positivo.

Lema
Sea F : I — T una aplicacion monotona por partes en un grafo compacto y sea
P ={h,..., I} una monoparticion. Entonces

r(P) < s(F).

Ademas, si P es Markov, entonces r(P) = s(F).

Por lo tanto, para matrices de Markov

donde r(P) es el radio espectral.

Cima, Gasull, Mafiosas, Mafosa Grafos invariantes Jaume Giné’s Fest 24 50/ 60



Se dan distintas dinamicas para un mismo grafo. Ejemplo:a= -1, -1 < b < -3/4

ha
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—1<b< -7/8 —7/9<b< —3/4

Para—1 < b < -7/8

—

I —— Iy —— Is —— I8 —— Two —— Iia —— g —— o —— Is —— It —— [o —— I12

—

Para —7/9 < b < —3/4 al menos tenemos:

J—— Iy ——s Ig —— Is — I1o — 13 —— Iig —— Ip —— Is —— It —— Ig — T2
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Para —1 < b < —7/8 tenemos “menos dindmica” que para b = —7/8. En ese caso:

— - -

y la matriz de Markov:

M(F, P) =

OO0 O0O0O0OO0OO =+ =00
OO0 O0OO0OO0OO0OO—+000
OO0 O0OO0O0O—~+~000O0O
COoocoo0cOoO—~00O0O0OO
OO0 O0O0O—~+~00O0O0O0OO
OO0 O0O 20000000
coo—_-00O0OO0OO0OOOO
OO -0 0O0O0O0O0O0O0O
O—-40000O0DO0O0O0OO0O
—~—oOO0OO0OO0OO0OOCOOOOOO
000000000 O =
[=NejeleNeleNe oo Ne B )

El polinomio caracteristico es ()\6 — 1)2, por tanto, el logaritmo de su radio espectral,
la entropia, es cero.
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Para —7/9 < b < —3/4 como minimo tenemos:

Jp —— Iy —— Ig —— Is —— Iho —— 13 —— h¢ —— o —— Is —— I —— I9 —— I12

M(F, P) =

OO0 O0OO0OO0ODO0OO0OO—=+00
COO0OO0OO0OO0OO0OO—~+~00O0
OO0 O0OO0OO0OO—+000O0
O0Oo0O0OO0OO—r0O0CO0OO0O
COO0O0OO0O 000000
OO0 O0O—-00O0O0O0OO0O
O0co—-0O0O0OO0OOCOO0O
CO—-00O0O0O0O0OOO
O —=-0000O0O0O0O0OO
—~ 0000000000 =
0000000000 =
OCO0OO0OO0O0O0OO0O0OO0OO =0

El polinomio caracteristico es \°(\® — 2). El radio espectral es r ~ 1,122462048, por
lo tanto
he(F) > In(r) =~ 0,1155245298.
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Subdinamicas: existencias de Homas‘ a=-1,3/4 < b<154/205 ‘

7z
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Para 3/4 < b < 154/205, existe la dinami-
ca parcial

/\

A<B—>D< /G £

C—F —G——H

A
4

El segmento A se llama una Roma: los dos H
unicos ciclos, ABDE y ACFGHDE, pasan
por Ay que podemos concatenar arbitra-
riamente y de forma indefinida. La entropia

es positiva.
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Qué tenemos en los casos de entropia cero?

1. En la mayoria de casos observamos OP repulsoras y dinamica pre-periodica

en un numero finito de iterados.
2. Para b < —1 el grafo I' es un circulo topolégico = su dinamica queda
caracterizada por el ndmero de rotacion.

NUmero de rotacion

Dado un homeo g de grado 1de S', y G : R — R su elevacién a R. Llamamos
numero de rotacién de g al limite

n —
i S
n—oo n
que existe y es independiente de x € R y de la elevacion.
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Rotaciones

Dado un homeo g de grado 1 de S':

(a) g tiene orbitas periodicas si y solo si p(g) € Q.

(b) Sip(g) =p/gcon (p,q) =1 todas las érbitas periddicas de g tienen periodo q.

(c) Sip(g) € R\ Q entones el w-limite es el mismo para todo punto y, o bienes S' o
un conjunto de Cantor.

Proposicién (resumen)

(a) Sib< —15/8, entonces p = 1/7. Existe un PF y dos OP~ explicitas. Toda 6rbita
alcanza alguna de esas 6rbitas en un nimero finito de iterados.

(b) Si —15/8 < b < —7/4. p varia continuamente de 1/7 a 1/6/.

e Para los valores irracionales hay un PF y el w-limite de los otros puntos es un
subconjunto minimo cerrado de T".

e Para los valores racionales p = p/q, existen dos OP g-periddicas o bien una
orbita doble. El conjunto de periodos es 19,20,25,26,27,31,32,33,34,37,38,39,
40,41yqgeN, g > 43.

(c) Si—7/4 < b < —1, entonces p = 1/6. Existe un PF y dos OPs explicitas. Toda
orbita alcanza alguna de esas 6rbitas en un nimero finito de iterados.
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Qué tenemos en los casos de Entropia positiva?

Cuando la entropia topolégica es positiva, Fr tiene érbitas periddicas con infinitos
periodos diferentes y las orbitas tienen diferentes comportamientos combinatorios.

Caos de Liy Yorke

Se dice que f es cadtica en el sentido de Liy Yorke si tiene puntos periddicos con
periodos arbitrariamente grandes y existen un conjunto no numerable S (scrambled
set), de modo que para cualquier p, g € S y cada punto periodico r de f tenemos
(a) lim Supn—»oo |fn(p) - fn(q)l > 07

(b) liminfa_o |£°(p) — F"(q)| = O,

(¢) limsup,_, . [f"(p) — f"(r)| > 0.

Usando las ideas del libro de Alseda, Llibre y Misiurewicz se puede demostrar que
cuando F|r tiene entropia positiva es cadtica en el sentido de Li y Yorke. J
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Muchas gracias.

Mi mesa de trabajo en enero del afio pasado: a modo de deseo para todos nosotros.

Felicitats, Jaume!
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